Modelización matemática de procesos de transporte en carbón activo. Una aplicación práctica en automoción by Pérez Foguet, Agustí & Huerta, Antonio
MÉTODOS COMPUTACIONAIS EM ENGENHARIA
Lisboa, 31 de Maio - 2 de Junho, 2004
©APMTAC, Portugal 2004
MODELIZACIÓN MATEMÁTICA DE PROCESOS DE TRANSPORTE
EN CARBÓN ACTIVO. UNA APLICACIÓN PRÁCTICA EN
AUTOMOCIÓN.
A. Pérez-Foguet * y A. Huerta
* Laboratori de Càlcul Numèric, Departament de Matemàtica Aplicada III,
Universitat Politècnica de Catalunya,
Mòdul C2, Jordi Girona 1-3, E-08034 Barcelona, España
e-mail: agusti.perez@upc.es, web: http://www-lacan.upc.es
Palabras clave: filtros de carbón activo, ecuaciones de convección – difusión – reacción,
modelos multiescala, ondas de choque, análisis adimensional, simulación numérica
Resumen. En este trabajo se plantean y analizan las ecuaciones de balance de mezclas de
fluidos en medios de doble porosidad. Se presta especial atención a la modelización de los
fenómenos de adsorción y desorción de hidrocarburos en carbón activo. Se destaca el caso
de problemas isotermos e incompresibles, en los que las ecuaciones de gobierno se reducen
a una ecuación de convección - difusión - reacción acoplada con las ecuaciones diferenciales
ordinarias que modelizan el transporte en el interior de las partículas. A través del análisis adi-
mensional se particulariza el modelo a diversos casos en los que varía la importancia relativa
de los fenómenos físicos involucrados.
Se toma como referencia la simulación del test de capacidad de trabajo. Este test es am-
pliamente utilizado para validar la fabricación de filtros de carbón activo. Se distinguen dos
problemas: el de carga, en el que se transporta una mezcla de concentración mayor a la pre-
sente en medio inicialmente; y el de descarga, en el que se impone el paso de un fluido con
concentraciones menores a las presentes en el filtro. El análisis pormenorizado del problema
de carga muestra como los términos de reacción provocan la formación de frentes verticales en
la solución. En este contexto se comprueba la influencia de la elección de la variable principal
de trabajo en la verificación del principio general de conservación de la masa. Se muestra como
una incorrecta elección produce la no verificación del mismo, y, por tanto, una incorrecta mo-
delización matemática del proceso. El trabajo finaliza con la presentación de una simulación
numérica realista de un ejemplo tridimensional.
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1. INTRODUCCIÓN
En la industria de automoción se utilizan filtros de carbón activo, llamados canisters, para
reducir la emisión de hidrocarburos (HC) procedentes del depósito de combustible a la atmós-
fera. Estos filtros consisten en diversas cámaras conectadas en serie, incluyendo en algunos
casos cámaras de aire, vacías de carbón. El funcionamiento básico de estos filtros así como las
características generales del modelo se describen a continuación. En apartados posteriores se
desarrolla el proceso de modelización matemática y el análisis del modelo.
En los vehículos, el combustible del depósito se evapora, liberando HC que fluyen hacia la
atmósfera por un conducto. El canister está colocado en él, de forma que adsorbe los HC antes
de que salgan al exterior. En este proceso, las moléculas de HC en fase gaseosa pasan a estar en
fase sólida depositadas en las partículas de carbón. La cantidad de HC que puede adsorber el
carbón es limitada. Se evita la reposición del filtro haciendo circular regularmente (siempre que
el coche está en funcionamiento) aire limpio a través de él, de forma que el carbón recupera la
posibilidad de adsorver. En este caso, las moléculas de HC en fase sólida pasan a fase gaseosa y
son transportadas al exterior del filtro. El aire circula desde la atmósfera hacia el motor pasando
por el canister, así el HC liberado es utilizado en la combustión. La fabricación de estos canisters
exige la verificación de ciertas normativas reguladas por ensayos experimentales. Entre ellos
destaca el test de capacidad de trabajo, que mide la cantidad de butano que es capaz de adsorber
un filtro ante una determinada secuencia de ciclos de carga – descarga y condiciones de ensayo.
La simulación numérica de este ensayo así como la voluntad de modelizar matemáticamente
el comportamiento de los filtros, justifica el planteamiento de este trabajo. Los procesos de
adsorción – desorción en filtros de carbón activo son de interés en diversidad de aplicaciones
prácticas más allá de la presentada.
El transporte y la adsorción – desorción de vapores de HC en el carbón activo es un fenóme-
no gobernado por procesos físicos que tienen lugar a dos escalas muy diferentes: el transporte a
lo largo del filtro (macroescala, con longitudes del orden de decímetros) y el transporte dentro
de cada partícula de carbón (microescala, con longitudes del orden de milímetros, 100 veces
menor que la macroescala). Por otro lado, el carbón se modeliza habitualmente como un medio
de dos porosidades (ver figura 1): la porosidad interparticular (entre partículas) y la porosidad
intraparticular (en el interior de una partícula). El HC pueden encontrarse en el fluido interpar-
ticular, en los poros intraparticulares o adsorbidos en el carbón activo. Los dos primeros casos
en fase gaseosa y en el tercero en fase sólida. Así pues se ha optado por plantear un modelo que
contemple dos escalas de trabajo diferenciadas, macro y micro, cada una de ellas compuesta por
dos fases: la macro por las fases fluido interparticular y partícula de carbón; y la micro, restrin-
gida a las partículas de carbón, por el fluido intraparticular y el carbón sólido. Las ecuaciones
de balance promediadas constituyen el modelo.
En el apartado 2, se desarrolla el modelo considerado para el proceso de transporte y adosr-
ción – desorción de una mezcla binaria en un medio formado por partículas esféricas de carbón
activo. En el apartado siguiente, 3, se desarrollan distintas expresiones del modelo a partir del
análisis adimensional de sus ecuaciones. Tras ello, en el apartado 4, el modelo se aplica a la
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Figura 1. Porosidades inter e intraparticular.
simulación numérica del test de capacidad de trabajo, y, por último, en el 5 se resaltan las
principales conclusiones del estudio.
2. MODELIZACIÓN MATEMÁTICA
En este apartado se modeliza una mezcla binaria en un medio poroso formado por partículas
esféricas de carbón activo. Como ya se ha comentado, se propone un modelo de dos escalas. A
nivel de macro, el medio poroso se considera homogéneo y compuesto por dos fases: f , fluido
interparticular, y c, partícula de carbón. Se obtienen las ecuaciones del modelo promediando:
(a) las ecuaciones de una mezcla binaria de fluidos en la fase f , y (b) las ecuaciones la escala
micro que describen el comportamiento de la fase c.
La fase c está compuesta, a nivel micro, por dos fases: p, poros intraparticulares, y s, carbón
sólido. Se considera que la substancia adsorbible (uno de las dos de la mezcla; el butano en el
problema de referencia) puede estar presente tanto en p como en s. La partícula se considera
’rígida’ y con velocidad del fluido en su interior nula, por lo que los procesos de transporte
en la escala micro se reducen a fenómenos de difusión. El paso de información entre ambas
escalas se realiza a través de la aproximación a la solución de las ecuaciones de la escala micro
promediadas sobre un volumen elemental representativo (REV) [2, 3, 4, 5].
A continuación, y en primer lugar, se presentan las ecuaciones de balance de una mezcla
binaria de fluidos que se encuentra en un medio continuo (aire y butano para el caso concreto de
este trabajo). Posteriormente se describe el proceso de promediado y las ecuaciones de balance
en el medio poroso. Las ecuaciones se simplifican tomando como referencia los procesos de
adsorción y desorción en el carbón activo en el contexto del ensayo de capacidad de trabajo.
Las principales hipótesis se indican explícitamente. El modelo presentado se ciñe a las cámaras
con carbón, ver [1] para una descripción del modelo para las cámaras de aire.
2.1. Modelización de una mezcla binaria de fluidos
Se considera una mezcla binaria de fluidos compuesta por dos especies, A y B, con con-
centraciones ρA y ρB y velocidades vA y vB. La densidad de la mezcla es ρf = ρA + ρB y
su velocidad vf = (ρAvA + ρBvB)/ρf. Las ecuaciones de balance de masa de ambas especies
vienen dadas por
∂ρI
∂t
+ ∇ · (ρIvf) = −∇ · jI (1)
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donde I = A,B y jI es el flujo de masa difusivo de la especie I . La ecuación de balance de
masa de la mezcla viene dada por la suma de ambas, que verifica jA + jB = 0:
∂ρf
∂t
+ ∇ · (ρfvf) = 0 . (2)
La ecuación de balance de cantidad de movimiento es
∂ρfvf
∂t
+ ∇ · (ρfvfvf) = ∇ · σ + ρfg (3)
donde σ es el tensor de tensiones y g un vector de fuerzas externas por unidad de volumen. Y
la ecuación de balance de energía interna viene dada por
∂ρfuf
∂t
+ ∇ · (ρfufvf) = −∇ · qf (4)
donde uf es la energía interna de la mezcla y qf es el flujo de calor por conducción. No se ha
considerado el término asociado a las posibles velocidades relativas entre las dos especies ni el
término de disipación de energía mecánica.
Respecto las ecuaciones constitutivas, se considera que los flujos de masa difusivos vienen
dados por la ley de Fick
jA = −ρfDAB∇
(
ρA
ρf
)
y jB = −ρfDBA∇
(
ρB
ρf
)
(5)
donde DAB y DBA son las difusiones moleculares de cada especie en la mezcla y verifican
DBA = DAB, y que el flujo de calor por conducción viene dado por la Ley de Fourier
qf = −λf∇Tf (6)
donde λf es la conductividad térmica de la mezcla y Tf su temperatura. Por otro lado, para el
caso de el fluidos newtonianos se verifica
σ = −p I + β Tr(∇svf)I + 2µ∇svf (7)
siendo p la presión termodinámica de la mezcla, ∇s el operador gradiente simetrizado y µ y β
dos parámetros de viscosidad. Para el caso de gases ideales la presión viene dada por la ecuación
cinética de estado que relaciona p con ρA, ρB y Tf, y la energía interna a través de la ecuación
calórica de estado
uf = CfTf =
(
ρA
ρf
CA +
ρB
ρf
CB
)
Tf (8)
con CA y CB los calores específicos a volumen constante de ambas especies.
2.2. Promediado espacial
El proceso de promedio espacial se basa en asociar a cada punto del nivel macroscópico, x,
un volumen elemental representativo (REV) Vo(x). El volumen de la fase k contenido en Vo se
define como Vk(x, t) y su porosidad por εk(x, t) = Vk(x, t)/Vo(x).
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ParaΨk igual a la cantidad de la propiedadΨ de la fase k por unidad de volumen, el promedio
volumétrico, < Ψk >, y el promedio volumétrico intrínseco, < Ψk >k, se define como
< Ψk > (x, t) =
∫
Vk(x,t)Ψk(r, t;x)dVk(r)
Vo(x) y < Ψk >
k (x, t) =
< Ψk > (x, t)
εk(x, t)
(9)
donde Ψk(r, t;x) indica que, para r fijo, Ψk está definida a nivel microscópico en Vk, con
coordenadas espaciales r. Por otro lado se define la desviación de Ψk respecto al promedio
volumétrico intrínseco como
Ψ̂k(r, t;x) = Ψk(r, t;x)− < Ψk >k (x, t) . (10)
Una ecuación de balance genérica expresada a nivel microscópico, es decir, en función de r,
toma la forma
∂Ψk
∂t
+ ∇r · (Ψkvk) = ∇r · J k + Sk (11)
donde vk es la velocidad convectiva de Ψk, J k es su flujo difusivo, Sk es un término fuente y
∇r el operador gradiente respecto a las coordenadas r. El promedio de (11) es
∂ εk < Ψk >
k
∂t
+∇ · ( εk < Ψk >k< vk >k) = ∇ · εk < J k >k + εk < Sk >k
+∇ · 1Vo
∫
Vk
−Ψ̂k v̂k + 1Vo
∫
Ak
Ψk (wk − vk) · nk dAkdVk
+
1
Vo
∫
Ak
J k · nk dAk = ∇ · εk < J k >k + εk < Sk >k +IDk + IQk + IJk
(12)
donde Ak es la interficie de la fase k con el resto de fases en Vo, nk es la normal exterior
(respecto a la fase k) unitaria en Ak, dAk es el diferencial de área en Ak, wk es la velocidad a la
que la interficie Ak esta siendo desplazada y∇ el operador gradiente respecto x.
Comparando la ecuación promediada (12) con la ecuación de balance microscópica (11)
se observa que, al margen del cambio de coordenadas y de la aparición de la porosidad, han
aparecido tres nuevos términos. El primero de ellos, IDk , representa el transporte dispersivo. Es
habitual considerarlo despreciable, IDk = 0, frente el segundo término de la parte derecha en
la ecuación (12). El segundo, IQk , indica la transferencia debido al cambio de fase o, también,
por convección a través de la interficie Ak. Y, por último, IJk representa el fenómeno de trans-
porte entre fases por difusión y está relacionado con los gradientes de velocidad microscópica,
temperatura y concentración de especies a ambos lados de la interficie Ak.
2.3. Ecuaciones de balance de masa
La ecuación de balance de masa de la especie A en el medio poroso viene dada por la parti-
cularización de la ecuación (12) al caso de (1):
∂εf < ρA >
f
∂t
+ ∇ · εf < ρB >f< vf >f = −∇ · εf < jA >f +IDAf (13)
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Figura 2. Los cuatro pasos del proceso de adsorción.
donde IDAf es el flujo difusivo de HC entre el fluido interparticular y la particula de carbón, y la
ecuación de balance de masa de la mezcla de fluidos, ecuación (2), se transforma en
∂εf < ρf >
f
∂t
+ ∇ · εf < ρf >f< vf >f = IDAf + IDBf , (14)
con IDBf el flujo difusivo de aire.
En este trabajo se consideran las siguientes dos hipótesis, habituales en la modelización del
transporte de substancias [16] y denominadas hipótesis de flujo incompresible:
H1. La densidad de la mezcla de fluidos se puede considerar constante dentro de los rangos de
trabajo experimentales de presión y temperatura, < ρf >f = ρf = cte.
H2. El flujo de HC a través de la superficie de la partícula de carbón no modifica la velocidad
del fluido interparticular, vf, de forma que se verifica IDAf + I
DB
f = 0.
De esta forma, la ecuación (14) se simplifica en
∇ · vf = 0 , (15)
donde vf =< vf >f, y la ecuación (13) se puede reescribir en términos de c =< ρA >f,
∂c
∂t
+ ∇ · cvf = ∇ · (D∇c) + IDAf . (16)
La expresión de IDAf se desarrolla a continuación a partir del balance en las partículas de
carbón. En la figura 2 se muestran los cuatro pasos esquemáticos que comprende el proceso de
adsorción. El transporte de masa de las especies adsorbidas puede realizarse por la difusión del
fluido en los poros intraparticulares y por la difusión superficial de la fracción de masa en fase
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sólida [12, 15]. Por ello, la ecuación de balance de masa se plantea en cada fase, p y s. En la
fase p se define a partir de
∂cP
∂t
=∇r · (Dp∇cP) (17)
con cP(r, t;x) la concentración y Dp la difusión de la especie en los poros; y en la fase s se
expresa a partir de la ecuación de difusión superficial
∂q
∂t
=∇r · (Ds∇q) (18)
con q(r, t;x) la masa adsorbida por unidad de masa sólida de carbón y Ds su difusión superfi-
cial. Ambas ecuaciones, (17) y (18), están definidas para todo x. En este estudio, se considera
que idealmente cada valor de x corresponde al centro de una partícula de carbón, Vc(x), que se
toma como REV. El promedio volumétrico de cP y q viene dado por q¯(x, t) y c¯P(x, t), y puede
calcularse a partir de la ecuación (9).
Imponiendo balance de masa entre ambas escalas se obtiene el término IDAf que aparece en
la ecuación (13),
IDAf = −(1− εf)
(
ρs
∂q¯
∂t
+
∂c¯P
∂t
)
(19)
donde ρs es la densidad sólida del carbón. Los valores de q¯s y c¯pP de (19) se pueden calcular
a partir de las ecuaciones (17) y (18). A continuación se desarrollan ambos valores bajo las
hipótesis siguientes:
H3. El transporte de masa en las partículas está gobernado por la difusión superficial (la di-
fusión en los poros puede despreciarse) y por tanto por la ecuación (18). La hipótesis es
adecuada para gases a altas concentraciones, en estos casos representa entorno el 80 % del
transporte total [11].
H4. La masa en los poros intraparticulares y la adsorbida, cP y q, están en equilibrio termo-
dinámico. Se supone que el equilibrio viene representado por la isoterma de Freundlich:
cP = L(q) =
1
A1/n
q1/n y q = L-1(cP) = A c
n
P (20)
donde n es el grado de la isoterma y A es la constante de equilibrio, función de la tem-
peratura según A(T ) = ξo exp
(−4H
RT
)
, donde R es la constante de los gases y ξo una
constante propia de cada pareja carbón – hidrocarburo [11, 14]. Esta hipótesis es adecuada
para cinéticas de adsorción rápidas.
H5. Las partículas constituyen el volumen elemental representativo utilizado para promediar la
ecuación de balance de masa en el carbón y se consideran esféricas y homogéneas, por lo
que la ecuación (18) se puede expresar en función de r ∈ [0, R], siendo R el radio de la
partícula de carbón. Dicha ecuación se complementa con las condiciones de contorno de
simetría central y tipo Robin en el exterior
Dsρs
∂q
∂r
∣∣∣
r=R
= kf ( c(x, t)− L( qR (x, t) ) ) (21)
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donde kf es el coeficiente de transferencia de masa [13, 12] y qR(x, t) = q(R, t;x).
El parámetro q¯ se obtiene aplicando el método de Galerkin a la forma débil del problema de
contorno en r asociada al producto escalar estándar en coordenadas esféricas. La forma débil se
transforma en un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias a partir de la descomposi-
ción
q(r, t;x) = q¯(x, t)
5
2
(
1− r
2
R2
)
+ qR(x, t)
1
2
(
5 r2
R2
− 3
)
, (22)
donde los dos polinomios en r verifican ∂q
∂r
∣∣∣
r=0
= 0 y q¯ y qR mantienen sus significados origi-
nales. Tras algunas operaciones algebraicas se obtiene:
∂q¯
∂t
= 3
kf
Rρs
(c− L(qR))
∂qR
∂t
= 10
kf
Rρs
(c− L(qR)) + 35 Ds
R2
(q¯− qR) .
(23)
La expresión de c¯P se aproxima a partir de q¯ y la isoterma, desarrollando en serie de Taylor
la isoterma L( q ) entorno q¯ y aplicando el teorema del valor medio integral al residuo:
c¯P = L(q¯) + E = L(q¯) +
3L( q∗ )
2R3
∫ R
0
r2 (q− q¯)2 dr (24)
con q∗ un valor entre 0 y el máximo de q(r, t;x) en la partícula, es decir, en r, con x y t fijos.
El término E puede interpretarse como el error asociado a utilizar la isoterma entre los valores
medios, c¯P = L(q¯), en lugar la relación punto a punto en el interior de las partículas. En este
trabajo este error no es relevante, por lo que dado q¯ puede calcularse el término de flujo de masa
adsorbida, ecuación (19).
2.4. Ecuación de balance de la cantidad de movimiento
La ecuación de balance de cantidad de movimiento en el medio poroso viene dada por el
promediado de la ecuación (3):
∂εf < ρf >
f< vf >
f
∂t
+ ∇ · εf < ρf >f< vf >f< vf >f =∇ · εf < σ >f
+ εf < ρf >
f g + Iσf
(25)
donde se ha despreciado IDf y se considera que | < ρ̂fv̂f >f | es también mucho menor que el
correspondiente flujo convectivo, | < ρf >f< vf >f |. El término Iσf es conocido como ’drag’
y puede aproximarse para un medio poroso ’rígido’ a partir de la relación constitutiva dada por
Forchheimer [10, 9],
Iσf = a < vf > + b | < vf > | < vf > (26)
donde a y b son parámetros del fluido en el medio poroso, y que incluye el caso particular de
Darcy, caracterizado por b = 0. En este trabajo se considera que tanto el término Iσf como el de
presión en∇ · εf < σ >f son más importantes que el resto [2, 10, 8], de forma que:
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H6. El modelo de Darcy, (a/εf)vf = −∇p, es válido para el rango de velocidades de trabajo,
por lo que, considerando la ecuación (15), los campos de velocidades y de presiones pueden
calcularse de forma independiente de los campos de concentración y de temperatura.
2.5. Ecuación de balance de energía
Por último, la ecuación de balance de energía interna puede expresarse como el promediado
de la ecuación (4)
∂ εf Cf < ρf >
f< Tf >
f
∂t
+ ∇ · εf Cf < ρf >f< Tf >f< vf >f = −∇ · εf < qf >f +IQTf (27)
donde no se incluyen los términos dispersivos y difusivos entre fases, pero si el término de
cambio de fase IQTf . Para determinarlo se promedia la ecuación de balance de energía en la
partícula. Se considera una única temperatura en la partícula, Tc, común para ambas fases,
planteamiento que se deriva de la hipótesis H2. Como la partícula de carbón se considera ’rígida’
y con velocidad nula, la ecuación de balance de energía interna a nivel microscópico se expresa,
considerando la Ley de Fourier, como
∂ρcCcTc
∂t
= ∇ · λc∇Tc + Sex (28)
donde Cc es el calor específico y λc es la conductividad térmica de la partícula de carbón, qc
es el flujo de calor por conducción, Sex un término fuente y ρc es la densidad de la partícula.
Promediando la ecuación (28) se obtiene
∂
∂t
εc Cc < ρc >
c< Tc >
c = ∇ · εcλc∇ < Tc >c + εc < Sex >c +IQTc (29)
donde IQTc es el término que representa el cambio de fase y que por continuidad verifica IQTc =
− IQTf . Se considera que < ρc >c = ρs(1+ q¯) + L(q¯), y se expresa el término fuente como [11]
< Sex >
c= 4Hads
∂q¯
∂t
donde 4Hads es el calor de adsorción.
Es habitual [6, 7, 3] considerar equilibrio térmico entre el fluido interparticular y la partícula
de carbón, < Tc >c =< Tf >f = T . En este caso, y teniendo en cuenta la hipótesis H1, la suma
de las ecuaciones (29) y (27) permite obtener
∂
∂t
((
1 +
(1− εf)Cc
εfCfρf
(ρs(1 + q¯) + L(q¯))
)
T
)
+ ∇ · Tvf =
∇ ·
(
λ
Cfρf
∇T
)
+
(1− εf)4Hads
εfCfρf
∂q¯
∂t
(30)
Nótese la similitud en la dependencia de q¯ de las ecuaciones (16) y (30). La principal diferencia
es la aparición de los términos cruzados q¯ T y L(q¯) T en la derivada temporal. En el apartado
siguiente se analiza el comportamiento adimensional de la ecuación más sencilla, la de balance
de masa (16).
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De cara a la aplicación práctica del modelo se considera una simplificación adicional:
H7. La temperatura es constante durante todo el tiempo para cada tipología de problema físi-
co, y en particular para el caso del ensayo de capacidad de trabajo, durante la carga y la
descarga.
Aunque los filtros pueden alcanzar puntualmente valores extremos de 0ºC (en purga) y 60ºC
(en carga) y la isoterma depende de la temperatura, esta hipótesis es clave como primer nivel de
simulación del ensayo de capacidad de trabajo. La hipótesis es menos restrictiva de lo que parece
en primera instancia ya que el ensayo está definido por unas condiciones muy diferenciadas de
trabajo.
Pe Ed Ac n rεp Pe Ed Ap n rεp
105 2.1 0.8 0.31 1.36 107 0.021 1.04 0.31 1.36
St Sh St/Sh ShEd St/(ShEd) St Sh St/Sh ShEd St/(ShEd)
50.3 0.083 603.3 0.17 292 0.51 0.084 6.03 0.002 292
Cuadro 1. Parámetros adimensionales en carga (izquierda) y purga (derecha)
3. ANÁLISIS DEL MODELO ADIMENSIONAL
En este apartado se expresan en forma adimensional las ecuaciones de balance de masa ad-
sorvida, (16) y (23), en función de las variables x′ = x/L, t′ = V t/L y v′ = vf/V con L
y V valores de referencia de longitud y velocidad interparticular; y las incógnitas c′(x′, t′) =
c(x, t)/cref, q¯
′(x′, t′) = q¯(x, t)/qref, q′R(x
′, t′) = q′R(x, t)/qref, donde qref es un valor de referen-
cia de q¯ y q′R, y cref es un valor de referencia de c.
Las ecuaciones (16) y (19) se transforman en
∂c′
∂t′
+ v′ ·∇′c′ = ∇′ · (P−1e ∇′c′) −
(
St
ShEd
∂q¯′
∂t′
+ rεp
∂L′(q¯′)
∂t′
)
(31)
donde ∇′ es el operador gradiente respecto a x′ y los números adimensionales de Staton, St,
Sherwood, Sh y Peclet, Pe, el módulo de difusión superficial, Ed, y el ratio de porosidad, rεp , y
la isoterma adimensional se definen como
Pe =
V L
D
, Ed =
LDs
V R2
, Sh =
Rkfcref
Dsρsqref
rεp =
1− εf
εf
, St =
kfLrεp
V R
, L′(q¯′) =
1
A′1/n
q¯′1/n , A′ = A
cnref
qref
,
(32)
donde la combinación
St
ShEd
=
ρsqref
cref
(1− εf)
εf
(33)
indica la importancia relativa de la masa en fase sólida respecto a la masa en fase gaseosa del
fluido interparticular, ya que relaciona la masa de soluto adsorbido para el valor de referencia
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qref y la presente en el fluido interparticular con cref. Por otro lado, el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias adimensional se expresa como
∂q¯′
∂t′
= 3Sh Ed (c
′ − L′(q′R))
∂q′R
∂t′
= 10Sh Ed (c
′ − L′(q′R)) + 35Ed (q¯′ − q′R) .
(34)
A continuación se muestran cuatro modelos matemáticos que resultan de la simplificación
de las ecuaciones adimensionales (31) y (34). El primero de ellos corresponde al caso general,
en el que simplemente se particularizan y reescriben las ecuaciones. Los tres modelos restantes
se pueden considerar simplificaciones del primero obtenidas a partir de diversas hipótesis. Para
el último modelo, subapartado 3.4, se realiza un análisis de detalle de la ecuación diferencial
obtenida, mostrando la necesidad de considerar la incognita de trabajo adecuada para asegurar
el balance de masa.
Con el objetivo de simplificar el seguimiento del trabajo, a partir de este punto se abandona la
notación relativa a las variables adimensionales indicada con ′. Todos los términos y ecuaciones
deben considerarse adimensionales.
3.1. Modelo de tres variables
El modelo matemático resultante de aplicar la regla de la cadena a la ecuación (31) y consi-
derar las ecuaciones de difusión intraparticular (34) es
∂c
∂t
= ∇ · (P−1e ∇c) − v ·∇(c) − 3
(
St + ShEdrεp
q¯1/n−1
nA1/n
)
(c− L(qR))
∂q¯
∂t
= 3Sh Ed (c− L(qR))
∂qR
∂t
= 10Sh Ed (c− L(qR)) + 35Ed (q¯− qR) .
(35)
Este sistema de ecuaciones diferenciales consta de una ecuación en derivadas parciales de
convección – difusión – reacción, donde el término de reacción es no lineal, y un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias acoplado.
Cabe destacar que en el rango de valores de los parámetros adimensionales de este estudio
(ver tabla 1), se verifica
St
ShEd
>> rεp
q¯1/n−1
nA1/n
, (36)
lo que permite simplificar la ecuación en derivadas parciales, aunque el término reactivo sigue
siendo no lineal por el acoplamiento con las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Nótese que el sistema de ecuaciones (35) depende de St, Sh y Ed, además de Pe, rεp y la iso-
terma, n y A′. En cuanto a los parámetros dimensionales, cabe destacar la dependencia directa
de este modelo con Ds, a través de Ed, y con kf, a través de ShEd.
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3.2. Modelo de dos variables – A
Una simplificación del modelo anterior surge al realizar la hipótesis de que la masa adsorbida
en la superficie de la partícula está en equilibrio con la concentración en el fluido interparticular
de forma que c = L(qR). En este caso, la condición de contorno Robin, ecuación (21), puede
ser reemplazada por una condición de contorno Dirichlet, y las ecuaciones locales se pueden
transformar en una única ecuación diferencial ordinaria siguiendo el mismo proceso utilizado
para hallar el sistema de ecuaciones (23). El modelo matemático resultante es
∂c
∂t
= ∇ · (P−1e ∇c) − v ·∇(c) − 15
(
St
Sh
+ Edrεp
q¯1/n−1
nA1/n
)
(L-1(c)− q¯)
∂q¯
∂t
= 15Ed (L
-1(c)− q¯) ,
(37)
formado por una ecuación en derivadas parciales acoplada con una única ecuación diferencial
ordinaria.
El sistema de ecuaciones (37) depende sólo de St/Sh y Ed, además de Pe, rεp y la isoterma.
En cuanto a los parámetros dimensionales, este modelo es independiente de kf, ya que,
St
Sh
=
LDs
V R2
ρsqref
cref
(1− εf)
εf
. (38)
De hecho, se puede interpretar que el coeficiente de transferencia de masa, kf, es suficientemente
grande como para considerar c = L(qR) y, por tanto, el proceso de transporte de masa en la
microescala está gobernado únicamente por el coeficiente de difusión superficial, Ds.
3.3. Modelo de dos variables – B
Una simplificación alternativa del modelo de tres variables surge al plantear que la difusión
en el interior de las partículas se produce de forma inmediata, es decir, tal que q(r, t;x) =
q¯(x, t) = qR(x, t). En este caso, en lugar de plantear el modelo de difusión intraparticular se
considera que la evolución temporal de la masa media de soluto adsorbido es igual al flujo de
masa a través del contorno de la partícula. El modelo matemático adimensional resultante es
∂c
∂t
= ∇ · (P−1e ∇c) − v ·∇(c) − 3
(
St + ShEdrεp
q¯1/n−1
nA1/n
)
(c− L(q¯))
∂q¯
∂t
= 3Sh Ed (c− L(q¯)) ,
(39)
formado también por una ecuación en derivadas parciales y una ecuación diferencial ordinaria,
análogas a las planteadas en el modelo de tres variables, ecuaciones (35).
El sistema de ecuaciones (39) depende sólo de St y Sh Ed, además de Pe, rεp y la isoterma.
En cuanto a los parámetros dimensionales, se puede verificar que este modelo es independiente
de Ds, ya que,
Sh Ed =
L
V R
cref kf
ρsqref
. (40)
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De hecho, se puede interpretar físicamente como si el coeficiente de difusión superficial, Ds,
fuera suficientemente grande como para considerar la hipótesis q¯ = qR = q y, por tanto, el
proceso de transporte de masa en la microescala está gobernado únicamente por el coeficiente
de transferencia de masa, kf.
3.4. Modelo de una variable
El modelo de una variable surge al considerar que la masa de soluto adsorbida en la superficie
de la partícula está en equilibrio con la concentración en el fluido interparticular y, además,
que la difusión en el interior de la partícula se produce de forma inmediata. De esta forma,
q¯ = qR = L
-1(c). En este caso, no es necesario plantear el modelo de difusión intraparticular. El
balance de masa puede expresarse indistintamente en términos de q¯ o c por las ecuaciones(
1 + rεp +
St
ShEd
∂L-1(c)
∂c
)
∂c
∂t
= ∇ · (P−1e ∇c) − v ·∇(c)(
St
ShEd
+ (1 + rεp)
∂L(q¯)
∂q¯
)
∂q¯
∂t
= ∇ · (P−1e ∇L(q¯)) − v ·∇(L(q¯)) .
(41)
Ambas ecuaciones dependen de St/(Sh Ed), además de Pe, rεp y la isoterma, por lo que son
independientes de kf y Ds, ver ecuación (33). De hecho, se puede interpretar físicamente como
si el coeficiente de difusión superficial, Ds, y el coeficiente de transferencia de masa, kf, fueran
suficientemente grandes como para considerar la hipótesis q¯ = qR = L-1(c).
A continuación se determina la expresión más conveniente para modelizar los procesos fí-
sicos involucrados. Los desarrollos se presentan para el caso de la isoterma de Freundlich. Por
simplicidad, se supone que P−1e es mucho menor que el resto de términos. Esta hipótesis es
razonable para los valores de trabajo, tal y como se observa en la tabla 1. Además, simplifican
ambas expresiones ya que se verifica
St
ShEd
>> (1 + rεp)
c1−n
nA
y
St
ShEd
>> (1 + rεp)
q¯
1
n
−1
nA
1
n
, (42)
y, por lo tanto, las ecuaciones (41) pueden reescribirse como
∂c
∂t
= −v ·∇
(
ShEd
St
c2−n
An(2− n)
)
y
∂q¯
∂t
= −v ·∇
(
ShEd
St
q¯
1
n
A
1
n
)
. (43)
Las ecuaciones (43) corresponden a ecuaciones hiperbólicas no lineales de primer orden de
la forma
∂u
∂t
= −v ·∇ (F (u)) (44)
donde F (·) recibe el nombre de función de flujo [17]. Ambos casos verifican la condición de
entropía y generan un choque si un fluido concentrado desplaza a un fluido con concentración
menor. Para el caso de las ecuaciones (43) en un dominio unidimensional inicialmente limpio,
la velocidad de choque adimensional, v¯sh = vsh/V , es, para cargas igual a cin y q¯in, respectiva-
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mente:
v¯csh =
F (cin)
cin
=
ShEd
St
(cin)1−n
An(2− n) y v¯
q¯
sh =
F (q¯in)
q¯in
=
ShEd
St
(q¯in)
1
n
−1
A
1
n
. (45)
Para determinar que ecuación es el más conveniente para simular la carga en un canister, se
comparan las velocidades de la onda de choque de ambas ecuaciones con el criterio de balance
de masa: en un cualquier instante de tiempo, t, la masa en el interior debe ser igual a la que
ha entrado por el flujo impuesto en la condición de contorno. Considerando que el valor de
referencia V es igual a la velocidad del flujo impuesto y que q¯in = A(cin)n, el criterio de
balance de masa equivale a
v¯sh
St
ShEd
q¯in = cin . (46)
Para el caso de la ecuación en c se verifica
ShEd
St
(cin)1−n
An(2− n)
St
ShEd
A′(cin)n =
cin
n(2− n) , (47)
por lo que el balance de masa sólo es correcto para n = 1 (isoterma lineal), en cambio la
ecuación en q¯ lo verifica para toda de n
ShEd
St
(q¯in)
1
n
−1
A
1
n
St
ShEd
q¯in =
(q¯in)
1
n
A
1
n
= cin . (48)
Para ilustrar la distinta dependencia de n de las ecuaciones (43) se ha resuelto
∂u
∂t
= − ∂u
∂x
(F (u)) (49)
en (x, t) ∈ [0, 1]× [0, 1] para las funciones de flujo
F1(u) =
u2−n
n(2− n) − 5 · 10
−3∂u
∂x
y F2(u) = u
1
n − 5 · 10−3∂u
∂x
(50)
con la condición inicial u(x, 0) = 0 y la condición de contorno u(0, t) = 1. Se ha incluido el
término difusivo en ambos problemas para facilitar su resolución numérica. En la figura 3 se
muestran las soluciones u(x, t) obtenidas. Las oscilaciones numéricas son debidas a los errores
en el transporte del frente vertical. Puede observarse que para la función de flujo F2 la velocidad
de choque es independiente del grado de la isoterma, vsh = 1 para n = 1, 0.5 y 0.25. En cambio
para la función de flujo F1, vsh = 1 sólo para n = 1; y para n = 0.5 y 0.25, vsh = 0.75−1 y 0.43−1
respectivamente. Así pues, el modelo que depende de q¯ es el adecuado para simular procesos
en los que se desee conservar la masa transportada.
4. APLICACIÓN: ENSAYO DE CAPACIDAD DE TRABAJO
A continuación se describe la aplicación de la modelización matemática realizada en los
apartados anteriores a la simulación del ensayo de capacidad de trabajo. El ensayo consiste en
15 ciclos de carga – descarga. Para cada ciclo se calcula la diferencia entre la masa de HC al final
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Figura 3. Solución de la ecuación ∂u∂t = − ∂u∂x (F (u)) para las funciones de flujo F1(u) = u
2−n
n(2−n) (izquierda) y
F2(u) = u
1
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de carga y de la purga. Se define la capacidad de trabajo como el promedio de las diferencias
entre los últimos 5 ciclos.
La modelización de los procesos de carga y descarga se realizan de forma independiente
debido a las diferencias que separan ambos casos:
(i) En el proceso de carga se parte de un canister limpio o parcialmente limpio y se impone una
concentración de entrada de 1294.5 g/m3. En el proceso de purga se parte de un canister
sucio y se impone una concentración de entrada de 0 g/m3.
(ii) El caudal en carga es 0.193 l/min lo cual supone una velocidad media en carga Vc ≈ 0.001
m/s para los canisters habituales. El caudal en purga es 22.65 l/min lo cual supone una
velocidad media en carga unas 100 veces mayor, Vc ≈ 0.1 m/s.
(iii) El proceso de carga es exotérmico por lo que el canister se calienta, con una temperatura
media de todo el proceso, Tc, entre 40ºC y 60ºC. En cambio, el proceso de purga es endo-
térmico, por lo que el canister se enfría, con una temperatura media del proceso, Tp, entre
20ºC y 30ºC.
En carga, el hecho de que un fluido concentrado desplace a un fluido diluido y que este pro-
ceso se realice a una velocidad baja, provoca la formación de una onda de choque. Desde el
punto de vista de la modelización matemática, esto se traduce en el carácter fundamentalmen-
te convectivo de las ecuaciones de carga, mientras que la purga presenta un comportamiento
principalmente difusivo.
4.1. Modelización del proceso de carga
El proceso de carga puede producir un choque debido a que se verifican dos condiciones:
primero, un fluido concentrado desplaza a otro con concentración menor; y segundo, la veloci-
dad media del fluido concentrado es muy baja, por lo que el efecto de la difusión interparticular
puede ser despreciable, es decir P−1e mucho menor que los otros términos. En este contexto es
razonable suponer que q tiende a L-1(c) muy rápido, y que por tanto se verifican las hipótesis
del modelo de una variable.
Con el objetivo de justificar esta elección, en la figura 4, se muestran los resultados de la
simulación de un proceso de carga en un problema unidimensional con el modelo de tres varia-
bles y los parámetros materiales de la tabla 1. Se presenta la evolución temporal de los perfiles
adimensionales de c, q¯ y qR para diversas velocidades: Vc = 0.027, 0.0135, 0.0027 y 0.00135
m/s. Puede observarse que al disminuir la velocidad el frente de avance es cada vez más vertical,
situación que dificulta su resolución numérica y favorece la aparición de oscilaciones. Como la
velocidad media para las cargas es Vc ≈ 0.001 m/s, el transporte en las simulaciones realistas
se realiza mediante un frente vertical. Cabe destacar que ante velocidades mayores este efecto
se mitiga y la solución se comporta transportando una onda suavizada.
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Figura 4. Evolución temporal de los perfiles adimensionales de c, q¯ y qR en un proceso de carga con Vc = 0.027
m/s (izquierda arriba), Vc = 0.0135 m/s (derecha arriba), Vc = 0.0027 m/s (izquierda abajo) y Vc = 0.00135 m/s
(derecha abajo).
4.2. Modelización del proceso de purga
En el proceso de purga un fluido limpio desplaza a un fluido de concentración mayor, por
tanto no se produce transporte de una onda de choque. Por otro lado, la velocidad del fluido
es 100 veces mayor que en el proceso de carga, por lo que la reacción de desorción durante
la purga no se produce de forma tan rápida (en sentido relativo) como la de adsorción durante
la carga. Así pues, para modelizar este proceso es necesario utilizar un modelo que incluya la
ecuación de difusión intraparticular, modelos de dos o tres variables.
A continuación, se comparan cualitativamente los resultados obtenidos con cada uno de los
tres modelos (de tres variables, dos variables – A y dos variables – B) para los parámetros adi-
mensionales de la tabla 1. En la figura 5 se muestra la evolución de los perfiles adimensionales
de c, q¯ y qR para un problema unidimensional. Se observa que el modelo de tres variables y
dos variables – B se comportan cualitativamente igual, pero que el modelo de dos variables – A
presenta un comportamiento distinto, no siendo adecuado para la simulación del proceso. Por
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Figura 5. Evolución temporal de los perfiles adimensionales de c, q¯ y qR en un proceso de purga para el modelo de
tres variables, (izquierda arriba), modelo de dos variables A (derecha arriba) y modelo de dos variables B (centro
abajo).
otro lado el coste computacional del modelo de tres variables y de dos variables – B es equiva-
lente. Además, se ha comprobado que para un amplio rango de los parámetros adimensionales
Ed, St y Sh, que cubre los valores de trabajo, estos dos modelos obtienen el mismo valor de
masa final de purga en el canister y de otras posibles magnitudes de interés como la distribución
geométrica de ésta y la concentración saliente. Así pues se puede concluir que es indiferente el
uso de uno u otro.
4.3. Aplicación en una geometría tridimensional
En la figura 6 se muestran imágenes de varios pasos de carga para un canister real, de dimen-
siones aproximadas de 3 litros de volumen de carbón activo comercial y varias cámaras de aire.
Puede verse el avance del frente vertical a lo largo de las distintas cámaras del canister durante
el proceso de carga y la distribución suavizada de hidrocarburo absorbido durante la descarga.
Estas simulaciones han sido realizadas con los parámetros adimesionales de la tabla 1.
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Figura 6. Concentración de HC en carga y descarga para el segundo ciclo de un ensayo de capacidad de trabajo. (a),
(b) y (c) valor de la concentración de HC para distintos instantes de tiempo. (d), (e) y (f) valor de la concentración
de HC para distintos instantes de tiempo de la descarga.
5. CONCLUSIONES
Se ha presentado la modelización matemática de los procesos de adsorción – desorción de
hidrocarburos en carbón activo. Las ecuaciones generales de balance se han concretado en cua-
tro modelos que cubren la simulación numérica de un amplio rango de situaciones de trabajo
(caudales, concentraciones y procedimientos de ensayo). Se ha mostrado que cuando un fluido
concentrado desplaza a uno diluido a velocidades bajas, se forma una onda de choque, lo que
debe ser tenido en cuenta para abordar su resolución numérica. Así mismo, se ha demostrado
que esta situación debe modelizarse utilizando la variable principal adecuada para garantizar
balance de masa.
La propuesta se ha particularizado a la modelización del ensayo de capacidad de trabajo
de los canisters, unos filtros utilizados en la industria de la automoción. Se ha planteado la
simulación numérica de este ensayo y, aunque el comportamiento real del carbón activo en este
ensayo es más complejo de lo considerado por el modelo utilizado, los resultados son adecuados
y, gracias al enfoque planteado, se han podido abordar complejas geometrías tridimensionales.
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